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2 Liczby rzeczywiste - cz. 2

W tej lekcji omowimy pozostale tematy zwiazane z liczbami rzeczywistymi.

2.1 Przedzialy liczbowe
Wyrézniamy nastepujace rodzaje przedziatow liczbowych:
(a) przedzialy ograniczone:

e przedzial otwarty (a;b) — jest to zbior ztozony z wszystkich liczb « wiekszych od a i
mniejszych od b: a < x < b,

e przedzial domkniety (a;b) — jest to zbior ztozony z wszystkich liczb = wiekszych lub
rownych a i mniejszych lub réwnych b: a < x < b,

e przedzial lewostronnie otwarty i prawostronnie domkniety (a;b) — jest to zbior ztozony
z wszystkich liczb x wiekszych od a i mniejszych lub rownych b: a < z < b,

e przedzial lewostronnie domkniety i prawostronnie otwarty (a;b) — jest to zbior ztozony
z wszystkich liczb x wiekszych lub réwnych a i mniejszych od b: a < o < b;

(b) przedzialy nieograniczone:

e prawostronnie otwarty (—oo;a) — jest to zbior ztozony z wszystkich liczb x mniejszych
od a: z < a,

e prawostronnie domkniety (—oo; a) — jest to zbior ztozony z wszystkich liczb x mniejszych
lub réwnych a: x < a,

e lewostronnie otwarty (a; +00) — jest to zbior ztozony z wszystkich liczb x wiekszych od
a: r > a,

e lewostronnie domkniety (a; +00) — jest to zbior ztozony z wszystkich liczb o wiekszych
lub réwnych a: x > a.

Przyklad. Przedzial (—4;9) jest przedzialem ograniczonym, lewostronnie domknietym i pra-
wostronnie otwartym, sktadajacym sie z wszystkich liczb wiekszych lub réwnych —4 i mniejszych
od 9. Zaznaczajac go na osi liczbowej, zamalowujemy punkt —4, a punkt 9 zakreslamy otwartym
kotkiem.

2.2 Wartosé bezwzgledna

Wartos¢é bezwzgledna liczby rzeczywiste] x to fukcja oznaczana symbolem |x| i okreslona
nastepujaco:
|$|:{ a dlaa>0
—a dlaa<0
Interpretacja geometryczna: Wartos¢ bezwzgledna liczby x to odlegtosé liczby = od 0 na osi
liczbowej. Sciglej mowiac, jest to odlegtosé punktu o wspotrzednej z od punktu o wspotrzednej 0.
la—b| jest to odlegtoéé liczby a od liczby b na osi liczbowej. Scislej méwiac, jest to odleglosé punktu
o wspotrzednej a od punktu o wspotrzednej b.
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Przyklad 1. Znajdziemy zbior wszystkich liczb = speliajacych rownanie |z — 4| = 3.
|z — 4| = 3 <= odleglos¢ liczby z od liczby 4 na osi liczbowej jest rowna 3 <=
< r=4-3lubr=4+3<=2¢c{1,7}.
Przyklad 2. Znajdziemy zbior wszystkich liczb x spelniajacych nieréwnosé |x — 4| > 3.
|z — 4| > 3 <= odleglos¢ liczby z od liczby 4 na osi liczbowej jest wieksza od 3 <
—2r<4-3lubzr>4+3 <<=z € (—00;1)U(7;+00).
Przyklad 3. Znajdziemy zbior wszystkich liczb = spelniajacych nieréwnosé |x — 4| < 3.
|x — 4] < 3 <= odleglos¢ liczby z od liczby 4 na osi liczbowej jest mniejsza od 3 <

= r>4-3ir<4+3<=z€(1;7).
Uwaga.

V2 =|z| (nie z ).
Na przyktad \/(=5)2 = v25 =5 = | — 5| # —5.

2.3 Rozwiniecia dziesietne liczb rzeczywistych

Kazda liczba rzeczywista posiada swoje rozwiniecie dziesietne. Na przyktad

czyli 0,5 jest rozwinieciem dziesietnym liczby % lub — inaczej mowiac — zapisem liczby % W postaci
dziesietnej.

Rozwiniecia dziesietne utamkow zwyktych najtatwiej wyznaczy¢, dzielac licznik przez mianownik
sposobem pisemnym. Liczby wymierne moga mie¢ rozwiniecie dziesietne skoriczone lub nieskoric-
zone okresowe.

Przyktady liczb wymiernych majacych rozwiniecie skoniczone:

1 7 3
5 0, 5; 1 , 75; 1000 0,003

Przyktady liczb niewymiernych majacych rozwiniecie nieskoriczone okresowe:

1 1 1
3= 0,33333.... = 0, (3); = 0,090909.... = 0, (09); == 0,076923076923.... = 0, (076923).

Wszystkie liczby niewymierne maja rozwiniecie nieskonczone nieokresowe. Przyktady:
V2 =1,414213562...; /3 =1,732050808...; /2 =1,25992105...; V/30 = 1,22148879...
Szczegblnym przyktadem liczby niewymiernej jest liczba 7, ktorej rozwiniecie dziesietne wynosi:
m = 3,141592654....

Zaokraglanie ulamkéw dziesietnych.
Utamki dziesietne mozna zaokragla¢ np. do dwoch, trzech, czterech (lub innej liczby) miejsc po
przecinku. Stosujemy przy tym nastepujace zasady:
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e jesli pierwsza z odrzucanych cyfr rozwiniecia dziesietnego jest mniejsza od 5 (czyli jest rowna
0,1,2,3 lub 4), to ostatnia zachowana cyfre pozostawiamy bez zmian, np. 5,36741 = 5, 367;

e jesli pierwsza z odrzucanych cyfr rozwiniecia dziesietnego jest wieksza lub rowna 5 (czyli jest
rowna 5,6,7,8 lub 9), to ostatnia zachowang cyfre zwiekszamy o 1, np. 5,36741 = 5, 37.

Definicja btedu przyblizenia.

e Blad przyblizenia jest to roznica miedzy przyblizeniem danej liczby, a dokladna wartos-
cig tej liczby. Jesli blad jest liczba ujemna, to méwimy o przyblizeniu z niedomiarem,
jesli zas jest liczbg dodatnia, to méwimy o przyblizeniu z nadmiarem. Na przyktad dla
przyblizenia 5,36741 =~ 5,367 blad jest réwny 5,367 — 5,36741 = —0,00041, czyli przy-
blizenie jest z niedomiarem. Natomiast dla przyblizenia 5,36741 = 5,37 blad jest rowny
5,37 —5,36741 = 0,00259, czyli przyblizenie jest z nadmiarem.

e Blad bezwzgledny jest to warto$¢ bezwzgledna bledu przyblizenia. Na dla przyblizenia 5, 36741 =~
5,367 blad bezwzgledny jest rowny |5,367 — 5,36741| = | — 0,00041| = 0,00041

e Blad wzgledny jest to iloraz btedu bezwzglednego do wartosci bezwzglednej przyblizenia, tzn.

jesli liczba a jest przyblizeniem liczby x, to bledem wzglednym jest liczba |“=%|. Na przykltad

dla przyblizenia 5,367 ~ 5,4 blad wzgledny jest rowny |222%5| ~ 0, 00611.

2.4 Wzory skré6conego mnozenia

Wyrézniamy nastepujace tzw. wzory skréconego mnozenia:

o (a+0b)?=a*+2ab+

a—b)?=a?—2ab+ b,
a*—b* = (a+b)(a—b),
a+b)* =a®+ 3a%b+ 3ab® + b%,
o (a—b)®=a®—3ab+ 3ab® — V?,

e &’ + b= (a+b)(a®—ab+b?),

o a3 — b3 = (a—b)(a®+ ab+ b?).
Przyklady
(a) (22 —3y)* = (22)*> =3 (22)? -3y +3-2x - (3y)* — (3y)® = 8z3 — 3622y + Hday® — 27Ty?,
(b) 23 —62°+9x =2(2* —62+9)=z(2* -2 -2-3+ 3% =z(z — 3)?,

(c) wzory skroconego mnozenia pomagaja réwniez wykonywaé niektore obliczenia w pamieci,
bez pomocy kalkulatora. Na przyktad:

e 10298 = (100 + 2) - (100 — 2) = 1002 — 2% = 10000 — 4 = 9996,
o 832 = (80 +3)2 = 80% + 2 3- 80 + 32 = 6400 + 480 + 9 = 6889.
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2.5

1.

10.
11.
12.

13.

Zadania do rozwigzania
Liczba v/2 — 2 nalezy do przedziatu:
A (0;1) B.(-%1) C. (-1;0) D.(1;2)
Znajdz przedzial, ktory jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci 7 + é < 3.
Oblicz:
(a) 13,
<b) | - 7T|7
(c) 1—V2[+[v2-3],
(d) VI8 —5|—[VII -3V,
) V <_11)27
)

<\/§_ 1)27
(8) /(3-+10)%

(e
(f

Zapisz w postaci przedziatu lub sumy przedzialéw zbiér rozwiazan nieréwnosci 422 > 36.

. Wskaz nier6wnosé, ktorej zbiorem rozwiazan jest przedziat (—2;4).

Aljz—1<4 B.jJz—1/>3 C.|lx+1>5 D.|]z—1<3
Zaznacz na osi liczbowej zbior rozwiazan nieréwnosci |2 — z| > 3.

Policz na kalkulatorze liczby v/3,v/5,V/7,7 i podaj je z dokladnoscia do dwoch, trzech i
czterech miejsc po przecinku.

Ile wyniesie btad bezwzgledny, a ile btad wzgledny przy zaokragleniu liczby % do jednego
miejsca po przecinku?

Wykaz, 7e prawdziwa jest nieréwnosé /259 + 1 + /250 — 1 < 226,
Udowodnij, ze jesli z,y sg liczbami rzeczywistymi, to 2% + y? > 2xy.
Rozwin wyrazenie (3x — 4)% do postaci bez nawiasow.

Roznica 422 — 5 jest rowna iloczynowi:

A (2r—5)(2r+5) B. (22 —5)(2r +v5) C. (22 —/5)(2x —+/5) D. (4 —5)(4x + 5)
Dane wyrazenie doprowad? do najprostszej postaci i oblicz jego wartos¢ dla podanych wartosci
x,y:

(a) 2Bz —y)? =32z +y)(y—22) +122y; z=+v2; y=—-3V6;

(b) (2y—2)(x+2y) - (x—2y)* 2=-3,6 y=3;.

Po tej lekcji powiniene$ umieé:

e wyznaczaé rozwiniecia dziesietne liczb rzeczywistych;
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e znajdowac przyblizenia liczb z okreslong doktadnoscia i wykorzystywaé pojecie btedu przy-
blizenia;

e poshtugiwac sie pojeciem osi liczbowej i przedziatu liczbowego; zaznaczaé przedziaty na osi
liczbowej;

e wykorzystywaé pojecie warto$ci bezwzglednej i jej interpretacje geometryczna;

e zaznaczaé na osi liczbowej zbiory opisane za pomocg prostych réwnan i nieréwnosci z wartos-
cia bezwzgledna;

e poshigiwac sie wzorami skroconego mnozenia.
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