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2 Liczby rzeczywiste - cz. 2

W tej lekcji omówimy pozostaªe tematy zwi¡zane z liczbami rzeczywistymi.

2.1 Przedziaªy liczbowe

Wyró»niamy nast¦puj¡ce rodzaje przedziaªów liczbowych:

(a) przedziaªy ograniczone:

• przedziaª otwarty (a; b) � jest to zbiór zªo»ony z wszystkich liczb x wi¦kszych od a i
mniejszych od b: a < x < b,

• przedziaª domkni¦ty 〈a; b〉 � jest to zbiór zªo»ony z wszystkich liczb x wi¦kszych lub
równych a i mniejszych lub równych b: a ≤ x ≤ b,

• przedziaª lewostronnie otwarty i prawostronnie domkni¦ty (a; b〉� jest to zbiór zªo»ony
z wszystkich liczb x wi¦kszych od a i mniejszych lub równych b: a < x ≤ b,

• przedziaª lewostronnie domkni¦ty i prawostronnie otwarty 〈a; b) � jest to zbiór zªo»ony
z wszystkich liczb x wi¦kszych lub równych a i mniejszych od b: a ≤ x < b;

(b) przedziaªy nieograniczone:

• prawostronnie otwarty (−∞; a) � jest to zbiór zªo»ony z wszystkich liczb x mniejszych
od a: x < a,

• prawostronnie domkni¦ty (−∞; a〉� jest to zbiór zªo»ony z wszystkich liczb xmniejszych
lub równych a: x ≤ a,

• lewostronnie otwarty (a; +∞) � jest to zbiór zªo»ony z wszystkich liczb x wi¦kszych od
a: x > a,

• lewostronnie domkni¦ty 〈a; +∞) � jest to zbiór zªo»ony z wszystkich liczb x wi¦kszych
lub równych a: x ≥ a.

Przykªad. Przedziaª 〈−4; 9) jest przedziaªem ograniczonym, lewostronnie domkni¦tym i pra-
wostronnie otwartym, skªadaj¡cym si¦ z wszystkich liczb wi¦kszych lub równych −4 i mniejszych
od 9. Zaznaczaj¡c go na osi liczbowej, zamalowujemy punkt −4, a punkt 9 zakre±lamy otwartym
kóªkiem.

2.2 Warto±¢ bezwzgl¦dna

Warto±¢ bezwzgl¦dna liczby rzeczywistej x to fukcja oznaczana symbolem |x| i okre±lona
nast¦puj¡co:

|x| =
{

a dla a ≥ 0
−a dla a < 0

Interpretacja geometryczna: Warto±¢ bezwzgl¦dna liczby x to odlegªo±¢ liczby x od 0 na osi
liczbowej. �ci±lej mówi¡c, jest to odlegªo±¢ punktu o wspóªrz¦dnej x od punktu o wspóªrz¦dnej 0.
|a−b| jest to odlegªo±¢ liczby a od liczby b na osi liczbowej. �ci±lej mówi¡c, jest to odlegªo±¢ punktu
o wspóªrz¦dnej a od punktu o wspóªrz¦dnej b.
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Przykªad 1. Znajdziemy zbiór wszystkich liczb x speªniaj¡cych równanie |x− 4| = 3.

|x− 4| = 3⇐⇒ odlegªo±¢ liczby x od liczby 4 na osi liczbowej jest równa 3⇐⇒

⇐⇒ x = 4− 3 lub x = 4 + 3⇐⇒ x ∈ {1, 7}.
Przykªad 2. Znajdziemy zbiór wszystkich liczb x speªniaj¡cych nierówno±¢ |x− 4| > 3.

|x− 4| > 3⇐⇒ odlegªo±¢ liczby x od liczby 4 na osi liczbowej jest wi¦ksza od 3⇐⇒

⇐⇒ x < 4− 3 lub x > 4 + 3⇐⇒ x ∈ (−∞; 1) ∪ (7;+∞).

Przykªad 3. Znajdziemy zbiór wszystkich liczb x speªniaj¡cych nierówno±¢ |x− 4| < 3.

|x− 4| < 3⇐⇒ odlegªo±¢ liczby x od liczby 4 na osi liczbowej jest mniejsza od 3⇐⇒

⇐⇒ x > 4− 3 i x < 4 + 3⇐⇒ x ∈ (1; 7).

Uwaga. √
x2 = |x| (nie x !).

Na przykªad
√
(−5)2 =

√
25 = 5 = | − 5| 6= −5.

2.3 Rozwini¦cia dziesi¦tne liczb rzeczywistych

Ka»da liczba rzeczywista posiada swoje rozwini¦cie dziesi¦tne. Na przykªad

1

2
= 0, 5,

czyli 0,5 jest rozwini¦ciem dziesi¦tnym liczby 1
2
lub � inaczej mówi¡c � zapisem liczby 1

2
w postaci

dziesi¦tnej.
Rozwini¦cia dziesi¦tne uªamków zwykªych najªatwiej wyznaczy¢, dziel¡c licznik przez mianownik
sposobem pisemnym. Liczby wymierne mog¡ mie¢ rozwini¦cie dziesi¦tne sko«czone lub niesko«c-
zone okresowe.

Przykªady liczb wymiernych maj¡cych rozwini¦cie sko«czone:

1

2
= 0, 5; −7

4
= −1, 75; 3

1000
= 0, 003.

Przykªady liczb niewymiernych maj¡cych rozwini¦cie niesko«czone okresowe:

1

3
= 0, 33333.... = 0, (3);

1

11
= 0, 090909.... = 0, (09);

1

13
= 0, 076923076923.... = 0, (076923).

Wszystkie liczby niewymierne maj¡ rozwini¦cie niesko«czone nieokresowe. Przykªady:
√
2 = 1, 414213562...;

√
3 = 1, 732050808...;

3
√
2 = 1, 25992105...;

17
√
30 = 1, 22148879...

Szczególnym przykªadem liczby niewymiernej jest liczba π, której rozwini¦cie dziesi¦tne wynosi:

π = 3, 141592654....

Zaokr¡glanie uªamków dziesi¦tnych.

Uªamki dziesi¦tne mo»na zaokr¡gla¢ np. do dwóch, trzech, czterech (lub innej liczby) miejsc po
przecinku. Stosujemy przy tym nast¦puj¡ce zasady:
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• je±li pierwsza z odrzucanych cyfr rozwini¦cia dziesi¦tnego jest mniejsza od 5 (czyli jest równa
0, 1, 2, 3 lub 4), to ostatni¡ zachowan¡ cyfr¦ pozostawiamy bez zmian, np. 5, 36741 ≈ 5, 367;

• je±li pierwsza z odrzucanych cyfr rozwini¦cia dziesi¦tnego jest wi¦ksza lub równa 5 (czyli jest
równa 5, 6, 7, 8 lub 9), to ostatni¡ zachowan¡ cyfr¦ zwi¦kszamy o 1, np. 5, 36741 ≈ 5, 37.

De�nicja bª¦du przybli»enia.

• Bª¡d przybli»enia jest to ró»nica mi¦dzy przybli»eniem danej liczby, a dokªadn¡ warto±-
ci¡ tej liczby. Je±li bª¡d jest liczb¡ ujemn¡, to mówimy o przybli»eniu z niedomiarem,
je±li za± jest liczb¡ dodatni¡, to mówimy o przybli»eniu z nadmiarem. Na przykªad dla
przybli»enia 5, 36741 ≈ 5, 367 bª¡d jest równy 5, 367 − 5, 36741 = −0, 00041, czyli przy-
bli»enie jest z niedomiarem. Natomiast dla przybli»enia 5, 36741 ≈ 5, 37 bª¡d jest równy
5, 37− 5, 36741 = 0, 00259, czyli przybli»enie jest z nadmiarem.

• Bª¡d bezwzgl¦dny jest to warto±¢ bezwzgl¦dna bª¦du przybli»enia. Na dla przybli»enia 5, 36741 ≈
5, 367 bª¡d bezwzgl¦dny jest równy |5, 367− 5, 36741| = | − 0, 00041| = 0, 00041

• Bª¡d wzgl¦dny jest to iloraz bª¦du bezwzgl¦dnego do warto±ci bezwzgl¦dnej przybli»enia, tzn.
je±li liczba a jest przybli»eniem liczby x, to bª¦dem wzgl¦dnym jest liczba |a−x

a
|. Na przykªad

dla przybli»enia 5, 367 ≈ 5, 4 bª¡d wzgl¦dny jest równy |5,4−5,367
5,4

| ≈ 0, 00611.

2.4 Wzory skróconego mno»enia

Wyró»niamy nast¦puj¡ce tzw. wzory skróconego mno»enia:

• (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2,

• (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2,

• (a2 − b2 = (a+ b)(a− b),

• (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3,

• (a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3,

• a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2),

• a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2).

Przykªady

(a) (2x− 3y)3 = (2x)3 − 3 · (2x)2 · 3y + 3 · 2x · (3y)2 − (3y)3 = 8x3 − 36x2y + 54xy2 − 27y3,

(b) x3 − 6x2 + 9x = x(x2 − 6x+ 9) = x(x2 − 2 · x · 3 + 32) = x(x− 3)2,

(c) wzory skróconego mno»enia pomagaj¡ równie» wykonywa¢ niektóre obliczenia w pami¦ci,
bez pomocy kalkulatora. Na przykªad:

• 102 · 98 = (100 + 2) · (100− 2) = 1002 − 22 = 10000− 4 = 9996,

• 832 = (80 + 3)2 = 802 + 2 · 3 · 80 + 32 = 6400 + 480 + 9 = 6889.
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2.5 Zadania do rozwi¡zania

1. Liczba
√
2− 2 nale»y do przedziaªu:

A. 〈0; 1) B. 〈−1
2
; 1
2
〉 C. (−1; 0) D. (1; 2〉

2. Znajd¹ przedziaª, który jest zbiorem rozwi¡za« nierówno±ci x
4
+ 1

6
< x

3
.

3. Oblicz:

(a) |3|,

(b) | − π|,
(c) |1−

√
2|+ |

√
2− 3|,

(d) |
√
18− 5| − |

√
19− 3

√
2|,

(e)
√

(−11)2,

(f)
√

(
√
2− 1)2,

(g)
√

(3−
√
10)2.

4. Zapisz w postaci przedziaªu lub sumy przedziaªów zbiór rozwi¡za« nierówno±ci 4x2 ≥ 36.

5. Wska» nierówno±¢, której zbiorem rozwi¡za« jest przedziaª 〈−2; 4〉.
A. |x− 1| ≤ 4 B. |x− 1| ≥ 3 C. |x+ 1| ≥ 5 D. |x− 1| ≤ 3

6. Zaznacz na osi liczbowej zbiór rozwi¡za« nierówno±ci |2− x| ≥ 3.

7. Policz na kalkulatorze liczby
√
3,
√
5,
√
7, π i podaj je z dokªadno±ci¡ do dwóch, trzech i

czterech miejsc po przecinku.

8. Ile wyniesie bª¡d bezwzgl¦dny, a ile bª¡d wzgl¦dny przy zaokr¡gleniu liczby 2
3
do jednego

miejsca po przecinku?

9. Wyka», »e prawdziwa jest nierówno±¢
√
250 + 1 +

√
250 − 1 < 226.

10. Udowodnij, »e je±li x, y s¡ liczbami rzeczywistymi, to x2 + y2 ≥ 2xy.

11. Rozwi« wyra»enie (3x− 4)3 do postaci bez nawiasów.

12. Ró»nica 4x2 − 5 jest równa iloczynowi:
A. (2x− 5)(2x+ 5) B. (2x−

√
5)(2x+

√
5) C. (2x−

√
5)(2x−

√
5) D. (4x− 5)(4x+ 5)

13. Dane wyra»enie doprowad¹ do najprostszej postaci i oblicz jego warto±¢ dla podanych warto±ci
x, y:

(a) 2(3x− y)2 − 3(2x+ y)(y − 2x) + 12xy; x =
√
2; y = −3

√
6;

(b) (2y − x)(x+ 2y)− (x− 2y)2; x = −3, 6; y = 31
5
.

Po tej lekcji powiniene± umie¢:

• wyznacza¢ rozwini¦cia dziesi¦tne liczb rzeczywistych;

TORUS Kursy matematyki http://torus.edu.pl/ biuro@torus.edu.pl tel. 698 991 340

http://torus.edu.pl/


Matura z matematyki 2010. Poziom podstawowy. Liczby rzeczywiste.

• znajdowa¢ przybli»enia liczb z okre±lon¡ dokªadno±ci¡ i wykorzystywa¢ poj¦cie bª¦du przy-
bli»enia;

• posªugiwa¢ si¦ poj¦ciem osi liczbowej i przedziaªu liczbowego; zaznacza¢ przedziaªy na osi
liczbowej;

• wykorzystywa¢ poj¦cie warto±ci bezwzgl¦dnej i jej interpretacj¦ geometryczn¡;

• zaznacza¢ na osi liczbowej zbiory opisane za pomoc¡ prostych równa« i nierówno±ci z warto±-
ci¡ bezwzgl¦dn¡;

• posªugiwa¢ si¦ wzorami skróconego mno»enia.
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